QUESTION 1 - Flambage d’une poutre ( 10 points)

Une poutre mono-matériau de longueur L est encastrée en A, voir la Figure 1.1. La section de la poutre est
illustrée en figure 1.2. Pour cette section, nous avons a < b.

Une force axiale F est appliquée a I'extrémité de la poutre.
Le module de Young de la poutre est E. La contrainte a la rupture du matériau est gyeq-
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Figure 1.1: Poutre encastrée sujet a une force axiale F.
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Figure 1.2: Section de la poutre. Le matériau est en bleu. La poutre est creuse.

> Qila) (1 pt)

- Ou se situe I'axe neutre de la poutre ? Donner la valeur de y, dans le plan xy, et la valeur de z, dans le
plan xz.

= Les axes neutres sont situés au centre du rectangle : yo =0; 2z, =0




> Q1lb) (3 pts)
- Calculer les Moments quadratiques I, , et I,,, de la poutre.

. .rs wh3
Soit en utilisant I = STk
_ _2b(2a)® ba® 15, 3
D> Lz = by zpgrande = lyzgpetic = 12 12 Eba
_ _2a(@2b)® ab® 15 ;3
> Iz,yo - Iz,yo,grande - Iz,yo,petit - 12 12 Eab

Soit en Utilisant des intégrales:
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= =2pad
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= [0 (% dz) y* dy — ffg (ff; dZ) y?dy
a_b3 — E b3

_ 2a (2b)3
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(z—20)%dA — [[, (z—20)*dA
petit

> Qlc) (6 pts)

- Trouver la longueur L; pour laquelle la force F sera la méme pour une défaillance par flambage et

pour une défaillance par une rupture du matériau.
- Exprimer L, en fonction seulement de a, b, ¢4, €t E.

= a < b alors, I, < I, ->on utilise I, pour trouver la defaillance par flambage.

Fixé-libre poutre -> Lorr = 2L.
n=1

2 2 3
nrw b4 15 15 Eba

> F., = (= EI=(—)E— d=—n?
crit,flambage Lofy oL 12 ba 28 T 12

> Fcrit,rupture = Asection Oyield = 3ab0yield
> Fcrit,rupture = Lcrit,flambage
15 5 Eba®
4_87-[ z - 3ab0'yield
5 E .
L=ma |— (sia < b)

48 oyjeld



QUESTION 2 - Poutre composite encastrée

Une poutre composite de longueur L et de masse négligeable est encastrée en A, voir la Figure 2.1. Un support

. . . . R . 4L ,
fixe en B bloque la translation de la poutre dans la direction y a une distance | = = de I'encastrement. La

poutre est soumise a une force distribuée d’intensité f [N/m].

La section de la poutre est illustrée en figure 2.2. La poutre est composée de deux matériaux. Le matériau

en vert a un module de Young E. Le matériau en bleu a un module de Young E; = 2E;.

. N 8a R \ .
L’axe neutre de la poutre composite se trouve a yy = s du bas de la poutre (voir systeme de coordonnées

en figure 2.2).

Vs
114

4L/5

-

RN RN R R

L

Figure 2.1: Poutre encastrée en x = 0, sujet a une force distribuée f.
Un support en B bloque la translation en y.
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Figure 2.2: Section de la poutre composite.
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Figure 2.3: Le moment quadratique I, d’une

section triangulaire par rapport a I'axe neutre du

triangle, qui est située a une distance 2a/3 de
a3b

I'origine, est I, = e

(29 points)




> Q2a) (6 pts)
- Calculer la rigidité en flexion (EIZ,yO) de la poutre en fonction seulement de a, b, et E;.
Indice: Vous pouvez vous aider de la figure 2.3.

Method 1: Steiner theorem

) Indice:
A
a E, A
Y
Yo 2a/3
- w Y
Ez = 251
Figure 2.3: Le moment quadratique I, d’'une
section triangulaire par rapport a I'axe neutre du
< b > triangle, qui est située a une distance 2a/3 de
b
I'origine, est I, = ==
Figure 2.2: Section de la poutre composite. Ll Z7 36

The flexural stiffness (Elz_yo) evaluated from the section neutral axis is given by the sum of each
contribution coming from each material:

(a.1) (El,y,) =X Eilyy,, = Eilyy,, + Eal

Z,Yo01 Z2,Y07

We use the Steiner theorem to calculate the moments of inertia of each part of the section.
Naming 371. the y coordinate of the neutral axis of part i in the reference system of Figure 2.2 and
4, its surface area, we have:

(a.2) Ly, = I + Ai§i = ¥0)*

Plugging y, and the given parameters into (a.2) gives:

a®b  ab(4a 8a\> 41
(a.3) IZ:Yol =g+7(———) =—a3b

3 9 324

a3b  ab(2a 8a\? 17
4 L. =%t _(___) — 17 3
(a.4) ZYo2 36 2 \3 9 324a b

which then can be used in (a.1):

4
Vo2 T 324

E,a®b + L E,a®h = 22E,a%b

(a.5) (Elz,yo) = Ellz.yol + Bl 162 ~ 108

Method 2: integration method

In case the student decides to calculate the moments of inertia by integration, they are obtained
by solving the integrals:

(a.6) Lyo; = [a, 0 = ¥0)?dA = [, ¥ = y0)* W(y) dy
where W (y) is the side width along z at coordinate y of the i-th element.

Plugging y, and the given parameters and geometries into (a.6) gives:

(@7) Ly, = [0 —y)2 WO dy = [y = yo)? (2b = Zy)dy = —-a’b

324
(a.8) Liye, = Jo 0 = ¥0)2 W) dy = [['(y = ¥0)? (Sy) dy = - a’h

which then can be used in (a.1).



> Q2b) (14 pts)

Dessiner le diagramme des forces de la poutre

Identifier les inconnues. Indiquer le nombre d’équations de la statique

Calculer la fleche w(x) le long de la poutre en fonction seulement de x, f, L, et (Elz,yo).
Indice: Vous pouvez utiliser la superposition.

The Free Body Diagram of the beam is

A, AyT A l fy

;W.ﬁﬂr_rmﬂmmf

The number of unknowns is 4, the number of equations for static equilibrium is 3.

So INDETERMINATE!

The given beam can be expressed as the combination of the two following systems from Tableau
2.4 (deflections assumed positive in the y direction of the Free Body Diagram):

P sz
q o l v=—@(3a—x) (0

i—lll T u:—ﬁ(eﬁ—:t l—-‘ Pa?
e @ b v=——-0Bx—a) (a

6EI

wo(x) )

f x? B, x (12L ) 4L
wh (x =—6L2—4Lx -\ —X); 0<x<—
109 = Stz _ ) 6(ELy )\ S >

2 8B, L? 4L 4L
+x2) _ y_< __>; Cex<l

75(El,y,) 5 5

The beam deflection w(x) of the given system can then be expressed as combination of the two
cases:

(b.1) w(x) = wy(x) + wy(x)

By applying the compatibility equation given by the pivot in B, we can express the reaction force
By as function of x, f, L, and (E1,, ):

(b.2) W(x=4—:)=wl(x=%)+w2(x:4—;)=0
4 64 By, L3
N 172fL*  64By —0
1875 (El,y,)  375(El,y,)
_43f1L
= B, = 30

By replacing the calculated value for By, in (b.1) we can obtain the beam deformation function:

(b.3) w(x) = wy(x) + wy(x) =

fx? 2 _ 2y _ _43fLx* (12L 4L
24 (Elyy,) (6L 4Lx +x°) 480 (EIZ,yO)( 5 x), Osx=<

_fx® g2 2y _ _43fFL% _ AL\, 4L
24<Ezz,yo)(6L ALx + x2) 750<E121y0)(3x 5), <x<lL




f x? (84L2-185Lx + 100x2) 4L
2400 (Ely,) ’ — T T s

fx? 2 2 43 f L3 4L
—d4 =2 — — 5 — 2 <
24 (L) (6L* —4Lx + x°) + 3750 (5L, yg) (15x — 4L); - <X< L
> Q2c) (9 pts)
A x = 0 (C’est a dire a I'encastrement):
- Trouver la contrainte maximale |o,| dans la poutre en fonction seulement de a, f, L, E; et
(Elz;y()) |
- La poutre est-elle en compression ou en traction au point ou la contrainte |a,| est maximale ?
justifier votre réponse.

To find the maximum normal stress |o,| at the clamped end A, we first need to calculate the
internal forces acting on the extremity of the beam, which correspond to the reaction forces Ay, Ay,
and M, . We can evaluate them by solving the static equilibrium while using the result for B,
calculated in (b.2):

(c.1) A, =0
37 f L
(c.2) fL+A,—B,=0= A, =— 8’;
f12 4L _1fL
(c.3) MA—2+SBJ,—O=>MA—100

The section A undergoes pure bending. The normal strain distribution &, (y) at section A follows:

(c4) () = — A (y — ) = — L (- 29)

(Elzy,) 100 (Ely,) 9
Yy
A
A
a

/
AN 7
Yo

The normal stress distribution o, () is obtained by multiplying &, (y) for the Young’s modulus of
the material at y :

o
Y

_(Exex(y) 0<y<a _

sl "0 ={e0) asysra”
7 E, f L? 8a

_50<EIZ_y0)( _T) Osy<a
7 E, f L? ( 8a

_100(512,3,0) y_7) a<ys2la
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Ez = 2E1

The maximum stress |a, | is given by evaluating g, (y) aty = 0:

28E,af L?

(c.6) lox| = lox(y = 0)] = 225 (Elyy,)

The beam is under tension at y = 0, because g, (y = 0) > 0.



